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1. Uvod

1.1 Vymezei a vyznam problému

Einsteinova teorie gravitace - obecna teorie relativity - predstavuje velice rozsahly obor
teoretické fyziky, v jehoz ramci je dnes studovano velké mnozstvi otazek astrofyzikalniho i
kosmologického charakteru.

V souvislosti s tzv. inflaénimi modely vesmiru [8], [13] se od pocatku 80. let pozornost
teoretiki zaméfila na studium feSeni Einsteinovych rovnic s kladnou kosmologickou
konstantou. V tomto kontextu je Casto diskutovan i tzv. kosmologicky ,,no - hair* teorém [1],
[10], [16]. Ukazuje se totiz, ze velka tfida rozpinajicich se vesmirti s kladnou kosmologickou
konstantou se svymi lokalnimi vlastnostmi blizi de Sitterovu feSeni. Jestlize inflacni faze
rozpinani rané¢ho vesmiru (popsana de Sitterovym feSenim) na sebe skutecné vaze spolecné
vlastnosti v§ech vesmirt s kladnou kosmologickou konstantou, pak se cely inflacni scénar jevi
velice ptirozenym odivodnénim souc¢asné homogenity a izotropie vesmiru.

Velmi neddvno byl kosmologicky ,no-hair teorém vySetfovan i1 za pfitomnosti
gravitacnich vin v prostoroCasech s de Sitterovskou asymptotickou strukturou [12]. Bylo
ukazano, zZe se vyvine bud’ de Sitterovsky prostorocas s malymi perturbacemi nebo metrika
Schwarzschildova - de Sitterova typu. Rovnéz v praci [3] bylo ukazano, ze tiida
Robinsonovych - Trautmanovych vakuovych feseni m>0 a A>0 se ve své daleké budoiwcnosti
blizi asymptoticky Schwarzschildové - de Sitteroveé metrice.

Ukazuje se proto dalezitym diikladné pochopit vlastnosti Schwarzschildova - de Sitterova
feSeni popisujiciho sférické objekty v inflacnim modelu vesmiru. Na toto téma byla jiz
publikovana tada ptivodnich praci, napt. [2], [9]. Mén¢ pozornosti bylo vSak vénovano tzv.
extrémnimu piipadu, kdy hodnota kosmologické konstanty /A a hmotnosti objektu M splnuji
podninku 9AM? =1. Pfitom né&které vlastnosti extrémniho feSeni se 1i§i od obecného
pripadu, viz. napt. [4], [7].

Smyslem piedkladané prace je prispét k této problematice. Numerickym feSenim rovnice
geodetiky pro castice a tachyony v extrémni Schwarzschildové - de Sitterové metrice
(9AM? =1) ziskavame lepsi pochopeni jeji globalni struktury.



1.2. Poznamky ke znaceni

Dohodx
Recké indexy probihaji hodnoty: 0, 1, 2, 3
Latinské indexy probihaji hodnay: 1, 2, 3

Nejcastéji pouzivané znacky a symboly:

C Rychlost svétla
Jap Metricky tenzor
G Gravita¢ni konstanta
Gop Einsteiniv tenzor
m Hmotnost
M Hmotnost v
geometrodynamickych
jednakad
r Radialni soufadnice
R Skalarni kiivost
Rap Ricciho tenzor kiivosti
I@éu Riemanntv tenzor kiivosti
t Casova soufadnice
Top Tenzor energie-hybnasti
U®f Ctyfrychlost
X Casoprostorové soufadnice
5; Kronedkerovo cHta
o Christoffelovy symbaly
() Uhel pdéarni
0 Uhel azimuténi
T Vlastni ¢as, afinni parametr
arcootg X Arkuskotangens x
arctg x Arkustangens x
cotg X K otangens x

tg X Tangens X



2. Teoreticka cast
2.1.Zakladni pojmy matematického afyzikalniho aparéatu

2.1.1. Strucné o obecné teorii relativity

Relativisticka fyzika, zvlasté pak obecné teorie relativity (OTR), ovlivnila svym dosahem
nejen celou fyziku, ale 1 novodobou filozofii, a jeji poznatky zna¢né zménily lidsky nahled na
svét.

Zatimco nékteré poznatky specialni teorie relativity (STR) mizeme spatfovat jiz v pracech
Poincarého a Lorentze, teprve Albert Einstein se odhodlal k vysloveni zékladnich postulati
STR a obecna teorie relativity je pak jiz vylu¢né jeho dilem.

Nebude od véci velmi stru¢né shrnout vyvoj, ktery vedl az k myslenkam OTR.

Jiz K.F.Gauss uvazoval, ze neni divodu k tomu, aby geometrie prostoru byla nutné
eukleidovska. V polovin¢ minulého stoleti se B. Riemann snazil prokazat, ze neni nutné
povazovat prostor za samostatnou matematickou entitu stojici mimo hmotu a bez vztahu k ni.
Kolem r. 1880 tuto myslenku dale rozvijel E. Mach a dospé¢l k zavéru, ze inercidlni vlastnosti
objektii jsou podminény rozlozenim hmoty v celém vesmiru (viz. [11]). Prostor (jeho
geometrie) je tedy dynamickym prvkem, zavislym na distribuci hmoty v ném.

Machovy teorie o ptivodu kosmickych setrvacnych sil pozitivné ovlivnily Alberta Einsteina
pii koncipovani OTR, kterd v podstaté¢ znamenala kompletni revizi dosavadnich pfedstav
prostoru a Case. Vytvoreni nedilného celku - prostoroCasu, jehoz geometrické vlastnosti jsou
piimo urCeny distribuci hmoty v ném, znamena zasadni obrat v ndzorech na podstatu
1915), avsak teorie jako takova aspiruje i na obecnéjsi popis veskerych fyzikalnich zékonitosti
vesmiru ve velkych méfitkach (makrosvét a megasvét). Vybudovana na velmi obecnych
myslenkadh (princip ekvivalence, princip olbemé kovariance), dovduje ve svém ramci popsat
a zobecnit i n¢které ostatni fyzikalni teorie makro- a megasvéta.

Gravitace ma vSak mezi ostatnimi interakcemi v piirodé zvlastni misto, nebot’ plsobi
Luniverzaln€®“ - gravitaci nemtizeme nikterak odstinit, je vlastni jakékoli formé hmoty (a
potazmo tim 1 energii). OTR vysvétluje podstatu gravitace pomoci geometrie Casoprostoru,
popsanou zakladni veli¢inou celé teorie - metrickym tenzorem gqg. Odstrafiuje ale 1 nesoulady
v Newtonovské teorii gravitace - pusobeni na déalku, stejné zrychleni udilené v gravitatnim
poli vSem objektiim, .... ale 1 drobné avSak principialni nesoulady s experimentem - staceni
Merkurova perihélia o ptiblizn¢ 43°’ za stoleti apod. Stale probihaji nové a nové experimenty
s modern¢j$Simi a pfesnéjSimi piistroji, avSak do dnesniho dne nebyl nalezen jediny rozpor
mezi predpovédi OTR a skuteCnosti. Namatkou jmenujme napi. ohyb paprskii vlivem
gravitacniho pole slunce, dale pokusy Rebky a Pounda na méfeni rudého posuvu, ale i objev
dvojného pulsaru PSR 1913+16 (nazyvaného pro svou vhodnost ke zkouméni efekti OTR
Lrelativistickou laboratofi®) nebo rentgenovy zdroj Cyg X-1, jez je pravdépodobné prvni
pozorovanou ¢ernou dirou.

Diky svym vyse popsanym skute¢nostem mutize byt OTR aplikovana na otazky vzniku a
vyvoje naSeho vesmiru. Tato oblast vskutku zaznamenala ohromny pokrok - pfipomenme jen
formulaci standardnich kosmologickych modelti, vznik relativistické astronomie apod. Ke
kompletnimu popisu vyvoje vesmiru je vSak nutno pouzit i zdkony mikrofyziky a zde
prichazime k zasadnimu problému, nebot’ kvantova mechanika neni dosud slucitelna s
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OTR. Je tedy ukolem moderni teoreticke fyziky ngjit jednanou (unitarni) teorii popisujici
vSechny druhy interakci a dokoncit tak proces sjednocovani ve fyzice.

Zaveérem by bylo vhodné zminit 1 jiné teorie gravitace. Jiz v dobé pfed OTR byly Cinény
pokusy na uspokojivéjsi vysvétleni tohoto fenoménu. I béhem vyvoje OTR a po ném vznikaly
teorie popisujici gravitacni pole jako Cisté skalarni, vektorové nebo tenzorové. Jsou ale 1 dalsi,
napf. tzv. Bransova-Dickeova teorie, ktera je v podstaté modifikovanou Einsteinovskou teorii,
vychazi pritom ze silného Machova principu. Zajimavé je, ze OTR je ze vSech ostatnich
kandidatli na Uplnou teorii gravitace nejen v nejlepSim souladu s experimentem, ale je v
podstaté také nejjednodussi a nejpiirozenéjsi. Ostatni teorie obsahuji, kromé jinych nevyhod,
ruzné, predem neurcené parametry, které je mozno a nutno nastavit tak, aby doslo k jejich
souhfe s méfenim.



2.1.2. Zaklady tenzorového poctu

Zvolme v prostoru tfi nekomplanarni vektory (t.j. nelezici v jedné rovin¢), standardné je
ozname €,€,,€,. Je jimi jednoznacné urcena lokalni soustava soutadnic tak, Ze kazdy vektor

a muzeme zapsat praveé jednim zplisobem ve tvaru:
a=de +de,+de, (1)
Cisla al, a2, a’ se nazyvaji kontravariantni soufadnice vektoru a v soustavé €,€,,€,.
Zvolime-1i v prostoru jiné tfi nekomplanarni vektory €],€),e;. K ¢arkované soustavé miizeme
piejit pomoci rovnic:
e = de + e, + e
€ =ge +ee ek (2)

Nebali:

V tenzorovém poctu je vSak zvykem vyuzivat tzv. souctové konvence, ktera umoznuje
zestrucnit a zpiehlednit matematicky zapis vynechanim sumac¢niho symbolu Z. Spociva v tom,
ze pokud se v soucinu vyskytuje ne€ktery index dvakrat, pak sCitime pies vSechny hodnoty,
kterych tento index mtiZze nabyvat. Rovnost (1) tedy zapisujeme takto:

3
a:a1e1+a2e2+a3e3:2aiei:dei
i=1

Tohoto pravidla budeme 1 nadale uzivat. Transformacni rovnice (2) stru¢né prepiSeme:
& =de @

Matice € se nazyvéa matice prechodu. JelikoZ je jeji determinant nenulovy miZeme piejit

od carkované zpét k neCarkované soustave souradnic analogicky:
& = 1€

Matice f je matici inverzni k €. Ptame se, jak se budou paonoci (2) a (3) transformovat
kontravariantni soufadnice vektoru a z necarkované do ¢arkované soustavy. Vzhledem k (1) a
(2) pouZijeme matici transponovanou k matici f/, tedy matici _]j’ abuce platit:

d'=fd @)
A analogicky pro prechod od €],€},€; k €,e,,&,:
d=da’ ©)
Vzhledem k definici maticeinverzni k dané matici musi také platit:
j — =k
eff =8 (6)
Symbal 5? se nazyva Kroneckerovo delta a plati pro néj:
ok = L proke=j
! pro k# j

Mame-li definovany kontravariantni soufadnice vektoru, zavedeme i kovariantni
soufadnice. Uzijeme k tomu matici:



9 =€-§ (7)

kde e, jsou vektory necarkované baze. Potom:

q =g,a
a, = g,d )
a = gyd

urcuji tzv. kovariantni soufadnice vektoru a v soustavé urcené €. Zbyva jesté¢ dodat, ze
podobn¢ jako svymi kontravariantnimi soufadnicemi je i svymi kovariantnimi soufadnicemi
vektor v dané bazi jednoznacné urcen. Transformacni vztahy pro kovariantni slozky vektoru
a jsou:
4 =€q
a4 =fq
Pomoci kontravariantnich a kovariantnich slozek vektoru mizeme definovat jeho skalarni
souéin s jinym vektorem. Tak pro vektory aa b plati:
a.b=db =agb = g,adb | (20
Vidime, Ze kontravariantni resp. kovariantni slozky vektoru ( tedy trojice ¢isel a resp. a;)
jsou pfifazena a v dané soufadné soustavé lokaln€ ur€ené €, a transformuji se pfesné podle

(9)

danych pravidel - viz. (4), (5) a (9). Tohoto vyuZzijeme k obecné definici tenzoru.
Rekneme, ze v dané soustavé soufadnic urené e, mame dan tenzor m krat kontravariantni

, . , . . v . v v , Vv mn v . 4
a n krat kovariantni, jestlize je soustavé urfené e, pfifazeno 3 isel o™, ktera se
transformuji do soufadného systému urceného € podle vzorct:

t'pf’;: :ﬁfm)‘,‘fe;efleft;”f (11
x5

Z definice je jasné, ze pocet hornich (,kontravariantnich®) indext je m, pocet dolnich
(,kovariantnich*) je n. Celkovy podet ¢&isel je pak 3™" nebot uvaZujeme 3 rozméry.
Vsimnéme si analogie s transformacnimi vzorci (4), (5) a (9). V ptipade (11) jsme nejprve v
gasti A transformovali kontravariantni slozky tenzoru ™, v &asti B pak jeho kovariantni
slozky. Tenzor pro ktery je m=0 resp. n=0 se nazyva kovariantni resp. kortravariantni tenzor.
Dale soucet ¢isel mHn urcuje fad tenzoru (napt. tenzor druhého fadu).

V souladu s pfedeSlym odstavcem miizeme skalar povazovat za tenzor nultého radu, vektor
za tenzor prvého fadu.

VSimnéme si blize ¢isel g definovanych v (7). I ony jsou jednoznacné piifazeny kazdé
soustavé soufadnic urcené €, a transformuji se podle vzorce (11). Tvofi tedy soufadnice
dvakrat kovariantniho tenzoru zvaného metricky tenzor. Jeho kli¢ového vyznamu pro OTR si
vS§imneme vice na piisluSnych mistech. Det g; # O, takze je moZno sestrojit i inverzni matici

k gj, dvakrét kontravariantni metricky tenzor g’ a plati (viz. (6)):
99" =3
To, co jsme zde uvedli pro tenzory definované v trojrozmérném prostoru plati zcela obecné

i pro tenzory dané ve Ctyfech a vice rozmérech. V nasem piipad¢ staci pouze formalné
zameénit latinské indexy za fecké (viz. kap. 1.2.). Danou soustavu soufadnic pak
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muzeme lokalng urcit 4 nekomplanarnimi vektory €,, pocet transformacnich rovnic (2) se
zvysi na 4, celkovy pocet obecné nezavislych slozek tenzoru napf.: l;’B je 4@D=64 ad.

V OTR casto pocitame se vzdalenostmi blizkych bodt. Odectenim transformacnich vzorct
(napt. (4)) v riznych bodech dostaneme vztah pro transformaci rozdilu soufadnic, tedy
(pfechazime k fecké indexaci):

AXC = fAN (12

kde Ax“,A¥ znadi prislusné rozdily, f; ma analogicky vyznam jako f' zavedenav (3). V
OTR je vSak vhodné piechazet k menSim a mensim rozdilim soufadnic, uvazujeme
(nekoneéné¢ malé) tzv. infinitesimalni pfirastky soufadnic, pocitdime podle pravidel
diferencialniho poctu.

A = fi b (13

Oznaéme si ¢arkovany soufadny systém X a necarkovany X, pfiCemz X° jsou spgjitou
diferencovatelnou funkci proménnych X' a naopak. Struéné zapiseme:

X = x°(:)
(14
X = ¥ (x")
Diky této podmince mizeme diferencial d¢® ze (13) vyjadfit také takto:
ox*°
e = b 1
P2 (19
Porovnanim (15) a (13) dostavame:
oxX*
= 16
of F 18

Tento vztah je velice vyznamny, nebot’ nam fika, jak transformovat tenzorové veli¢iny za
ptedpokladu (14) v souladu s (11):

apy..  0X" oxXP oxY  0x X oxX ..
PO 9x X 0N T axXM axP ax° T M

(17)

Nyni miizeme definovat n¢které zakladni operace s tenzory.
Sc¢itani mizeme provést pokud oba tenzory jsou stejného typu (m krat kontravariantni, n

krét kovariantni):
A =My + o
Nasobeni tenzorti, je-li Hg~ my krét kontravariantni a ny krét kovariantni, ¢~ m, krét
kontravariantni a ny krét kovariantni, pak:
o = Mo
kde £ jetenzor (my + my) krét kontravariantni a (ny + ny) krét kovariantni.

ZuzZeni tenzoru je operace, pii které s¢itame pies libovolné dva indexy a dostavame tak
tenzor fadu o dva stupné nizsi. Napi-.:

Ke kazdému tenzoru m krat kontravariantnimu a n krét kovariantnimu |ze sestrojit tenzor
(mn) krét kovariantni, resp. (m+n) krét kontravariantni pomoci operad:



aaB,,.y&,, = gcxogﬁpajép
resp.
B..Yd... — o fp Yo..
dx - gu gB acp
Teckou vyznacujeme, u kterych indext se tak stalo, napf.:
—_ (o)
dﬁv =g Gopy
Symetricky tenzor vzhledem k danym dolnim resp. hornim indextim nazyva se ten, jehoz
hodnota se pfi libovolné permutaci téchto indexd nemeéni. Napt. metricky tenzor:
guB = eu'eB = eB'ea = %a
Antisymetricky tenzor vzhledem k danym dolnim resp. hornim indexiim nazyva se ten,
jehoz hodnota pii vyméné libovolnych dvou téchto indexti zméni znaménko. Napf-.:

auB = _q’ja

Na zavér je vhodné vyzvednout vyznam tenzorového poctu pro OTR. Jeden ze zékladnich
principtit OTR - princip obecné kovariance totiz zada, aby fyzikalni zdkony mély ve vSech
vztaznych soustavach stejny tvar. VSimnéme si toho, Ze transformaci tenzoru do jiné soustavy
soufadnic obdrzime opét tenzor. Jinymi slovy - pokud se nam podaii zapsat fyzikalni zakony
ve formé tenzorovych veli¢in a diferencidlnich rovnic mezi nimi, bude princip obecné
kovariance (invariance) splnén.



2.1.3. Derivacekovariantni a absolutni

Na konci minulé kapitoly jsme zminili nutnost zéapisu fyzikalnich zakoni ve formé
tenzorovych veli¢in a diferencidlnich rovnic mezi nimi. Zkusme se nyni blize podivat na
charakter derivace v obecné zakiiveném prostorocase.

Méjme dano néjaké obecné vektorové pole A®. Parcidni derivad tohao pde pode
soufadnic X zjistujeme, jak se toto pole méni s mistem. Je dana jako limitni podil:

LS A]}}?OAG(XB +AAX2 -A%(¥) -

kde jsme parcialni derivaci oznaéili symbolicky ¢arkou. Hodnotu A% pocitime ve dvou
raznych bodech: X +Ax® a ». Jelikoz viak uvazujeme obecnd zakiiveny prostorolas, je
jasné, Ze hodnoty vektoru A® jsou vztaZzeny k riiznym lokalnim bazim (dané v kazdém bod¢)
a to pravé v bodech » +Ax¥* a »*. Cili obé hodnoty nemiizeme piimocafe porovnavat.
Dalsim zfejmym problémem je to, ze se tato derivace (AT ) netransformuje jako tenzorova

veli¢ina, jelikoz matice transformace se obecné v riznych bodech lisi.
Resenim bude pogitat limitni podil (18) v jednom bodg, tedy pienést vektor A® (xf’ + AxB)

zpét do bodu o soufadnicich X a zde vypogitat ptisluinou derivaci. Pfitom se oviem slozky
vektoru A® zméni o néjakou hodnotu dA® . Pro jejich hodnotu zavedeme obecné vztah:

8A" = T A% (-Ax) (19

kde veli¢ina I'j; znaci tzv. Christoffelovy symboly. Jejich vyznamu si blize v§imneme az v

nasledujici kapitole. Je tfeba zdiiraznit, ze Christoffelovy symboly netvofi tenzor tfetiho fadu.
V jedné soustavé souradnic mohou byt nenulové, a v jiné soustavé v témze bodé naopak
mohoumit vSechny hodndu nua.

Pro paralelni pfenos obecného tenzoru plati (pfenaSime-li o —Ax’):
Otig = Tt Ax + TR tit-Ax . ~ThtE-AX T L8 AX ... (20)

Oznaéime-li slozky paralelné pieneseného vektoru z bodu > + Ax* do »Pjako A*, pak pro
n¢ pouzitim (19) piSeme:

A% (X +08) = A°(X + F) + T LA DS (21)

Nyni jiz mizeme dosadit do vztahu pro derivaci (18) a dostaneme:
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e hmZ“(xﬁ +08)-A%() _ hmA“()é3 +AP)+ TS AN - A%(X)

Pad o iV Ax'Bﬁo AP (22)

Tato derivace se nazyva kovariantni a zna¢ime ji symbolicky stfednikem. Upravou (22),
dostaneme:

A = AG+T A" (23

Kovariantni derivace mé tenzorové transformacni vlastnosti a nahrazuje obycejnou
parcidlni derivaci na zaktivenych prostorech. Dale dodejme, ze kovariantni derivaci
kovariantniho vektoru zapiSeme jako:

Ay =Agp T4, (29

Nyni jiz miizeme sestrojit zakon pro kovariantni derivovani obecného tenzoru uzitim (20),
(23) a(24):

tio, =t A Tt + TRt Tt —Thteb (25

Dalsi otazkou je, jak postupovat v ptipadée, kdy vektorové pole derivujeme podle néjakého
parametru napf. U (resp. podle kfivky dané X' = )é‘(u) ), pficemz toto pole je dano bud’ v
celém okolnim prostoru nebo alespoii na kiivce dané ¥ = X (u) . ZapiSeme-li s tuto derivad

jako (v anaogii s (18)):
aa® (¥ (u)) A (o€ (u+ Aw) - A% (¥ (u) -

du Bu-0 Au

vidime, ze se ocitame v podobné situaci jako u (18), ale tento problém mame jiz vyiesen.
Vyjadiime-li si:
A = ﬁAu
du
muZzeme zavést tzv. absolutni derivaci, tj. derivaci s piislusnou ,,opravou‘ slozek vektoru a
tim padem upravenou pro pouziti v zakiivenych prostoro¢asech. Absolutni derivaci pole A®
pode parametru u ziskame (viz. kovariantni derivace:

DA* _dA®

!
= *x 2
du du du @1
Jestlize je pole A®definovano i v okoli kiivky X' = )f‘(u), muizZeme zapsat vztah mezi
absolutni a kovariantni derivad takto:

a AP
BuA

DA :A?ﬁ
du Hdu
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2.1.4. Rovnicegeodetiky

Podle principu ekvivalence je mozno v kazdém bod¢ prostorocasu zavést lokdalné inerciani
systém. To plati i za pfitomnosti gravitacniho pole, coz lze ovéfit znamym pokusem, kdy
predméty pohybujici se voln€ v gravitaénim poli se nachazeji ve stavu beztize.

Sledujme tedy pohyb ¢&astice v lokalné inercialni soustavé xX“ . Musi zde platit:

dx*
(1[2
Pfipomenime, Ze proménna T znaci vlastni ¢as Castice (invariantni veli¢ina), spocteny na
zaklad¢é znamého vzorce ze STR:

=0 (29)

1
d=-+-ds kde ds=-Cd’+dé+df+d&
c
ds® zna¢i tzv. Styfinterval (také invariantni veli¢ina), ktery zapiSeme v ekvivalentnim tvaru
v soufadnicich X :

ds’ =, dx? (29)

kde n,s je tzv. Minkowského tenzor se slozkami:

Ei—l (ON0) (]E
00 1 0 O
=00 0 1 o
O C
00O 0 O 1C
Transformujme nyni ¢tyfinterval (29) do obecnych soufadnic X' . (Viz. kap. 2.1.2):
X = x°(x)
ox*
e = aé
0xF
takze v obecnych souradnicich mlizeme psat:
0x“ oxP
=Ny ————ad'dd’ =g, ' 30
nGB ox ox g-lv ( )

(Vsimnéme si metrického tenzoru. Nazev ,,metricky* je jak patrno odiivodnén tim, Ze nam
umoziuje urcovat prostorocasové intervaly (30). Zaroven zde spliuje transformacni vztahy
uvedené v kapitole 2.1.2)

ax* oxP _

= = = 31
r]GB ox' ox guv ( )

Nakonec jesté zobecnime vztah pro dt:
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da=-,/-g,d'd (32

Transformujme nyni celou rovnici volného pohybu castice (28) do obecnych soutadnic:

gwag d 9x° cb?E d@x”gdfﬁx”d&dﬁg
erBer erBaxB a [ era)PDdr 0 dr Ot O

Upravime:
ox* d%? 0°xX% b '

=0
X d® axﬁax“ a d

Nyni vynisobime ¢lenem ——:
ox’ deB X’ 0°xX% b v
0¥ d’ ax° FX & o

Takze nakonec dostaneme:

=0

B 0x X ¢ ¢

+ = 33
di®> X ax¥ox' d o (33

Tato rovnice se nazyva rovnice geodetiky a ma pro predkladanou praci klicovy vyznam.
Popisuje totiZ pohyb volné testovaci Castice (popf. i tachyonu, pro ktery ovSem T nema
vyznam vlastniho Casu, ale tzv. afinniho parametru méniciho se spojite¢ podél celé trajektorie

(geodetiky)).
Ctyfrychlost ¢astice definujeme, jak znamo:
a’
—=u 34
a (39

Norma &tyfrychlosti tf'y, musi byt zadhovéna poddl ceé trgjektorie. Pro namalizovany
parametr T (popt. vlastni ¢as) pak plati:

2 0-¢ geodetika éasupodobna
Uy, Z%B?E—E{) geodetika svitelna
Ep? geodetika prostorupodobna

Jen piipomeneme, Ze piipad —¢ plati pro &astice, 0 pro fotony, ¢ pro tachyony.
Ptepiseme rovnici (33) dosazenim (34):

Y 2 a0
du+a)8 0°x y

=0 3
d ox* 0xfox (39
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Uvédomme si, ze vektor Ctyfrychlosti Castice je dan v kazdém bod¢ jeji trajektorie, tj.
kiivky » = ¥ (T) Pouzijeme tedy absolutni derivaci a dostaneme:

Du :ﬂ+rvd3dxu

—=0 36
a a Mo (39
Porovnanim s (6) ziskame dulezity vztah:
0xX 09°x°
v - YA YA 3
P ax® axPax (37

Christoffelovy symboly mtizeme vsak vyjadfit i pomoci metrického tenzoru. Derivujeme-li
transformacni rovnici (4) podle X dostaneme:
0g,, - n 0°x* ox® n ox° 0°xP
0 Pox'oxX ax P ax' 9xXox

Vypocteme-li vhodnou kombinaci parcilnich derivaci g,, dostavame:

X oxX* _ __,

0 dg, 0g, 0
% , % o ™oy
oxX'ox’ oxX°

H o ax o

=

Odtud résobenim é &

10 0g, 99, 9,0
rO’ - p % + H + [
w =59 H 5 T Taw (39)

o (6]
ruv - rvu

Tim méme zavedeny Christoffelovy symboly pomoci metrického tenzoru ajeho derivad.
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vvvvvv

2.1.5.1. Metricky tenzor

S metrickym tenzorem jsme se seznamili jiz v kapitole 2.1.2. a v kapitole 2.1.4. byl
odiivodnén ndzev , metricky* tim, ze nam umoziuje urcovat Casoprostorové vzdalenosti
pomoci prirtistkli souradnic.

Jeho klicovy vyznam pro OTR lze ilustrovat na nasledujicim jednoduchém piiklade¢.

Méjme danu inercidlni vztaznou soustavu a v ni zavedené cylindrické soufadnice x°

vztahy:

X'=d
xl - rv [
cosd (39)
X?=rdng¢’'
xX%=z
Ctyfinterval je:
ds® = r]aﬁd)éo‘cbéB
Abychom mohli za d¢ dosadit (39), musime spo¢itat diferencialy:
¢’ = adt'
¢! =dr cosp’ —rsnd'dp’
d¢? =dr' sng’ + 1 cosp’ dp’
¢’ =z
takze po uprave:
ds® = -Cd'’> +dr'? + r’dp'> + d&z* (40)

Méjme dale danu neinercialni soustavu soufadnic X' (také o/lindrickych). Ta ma se
soustavou X% spoleénou osu z kolem niZ rotuje uhlovou rychlosti . Vztahy mezi
soufadnicemi pak jsou:

t=t
r=r
o+t =¢'
z=Z

Diferencovanim a dosazenim do (40) za ¢arkované soutfadnice dostaneme po Upravé tvar:

wczrngzdtz+cb2+rzc¢2+dzz+2mrzc¢dt (41)

d&:-ﬁ-
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ZapiSeme-li v obwklém tvaru:

ds = g, (42)

pak slozky metrického jsou dany:

%(1—%2,2/&) (1) oor;/c %

0

= 43

e =0 wr’/c o P o “3
% 0 0O O IE

(Nezapomeiime, Ze ve vzorci (42) uzivame sumaéniho pravidla, a ze X = t.)

Podle principu ekvivalence je gravitacni pole lokalné€ ekvivalentni poli tzv. setrva¢nych sil.
V rotujici (necarkované) soustavé pozorujeme pravé takové pole. Z tohoto vyplyva, zZe
gravitacni pole Ize vhodnym zpiisobem popsat pravé metrickym tenzorem, metrikou.
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2.1.5.2. Tenzor kiivosti

V plochém prostoru jsou smisené parcialni derivace zaménné, t.j. plati napt.:

9°A* _ 9*A°
00X 0x00X

Ovétime, Ze toto pravidlo pro zakiivené prostory obecné neplati. Musime ovSem pocitat s
»opravou na konexi“, t.j. pouzit kovariantni derivace. Uzitim ptislusnych pravidel (viz. kap.
2.1.3) méame:

a aAC( a
Ap=78 Thed’
a a(AaB) a a
(A; B):B = a)é + rllJB(A;wB) B rBlpﬁ(A:llJ)
a (44)
Al —‘2‘; +7e A
o(A%)
a —_ 5 a U} a
(A%) == ra(As) -r(As)
DalSimi Upravami:
Ha2A° SN, A 0, DAY 0 _,PA° 0
O + 05 T O M 5+ T A" DT + T, A
(A%)s= Coo * v ma)ééLB@ 1 »Hae a
a
Ha2Ac LB, DAY 0 EBA"’ 0 _,PA° C
A%) . = SOAY + [ 0 Ty +T YA - TG + T, A
(A%5)= oo * v maf@ég o 3 ®How C
Odectenim piSeme:
Alps~ Alsp = “RigsA” (49
kde
_ oM org

uB Wra Yra
Rigs = N 9 el ~ Tl ys

Zjistili jsme, ze smiSené derivace v kiivych prostorech obecné nejsou komutativni, pficemz
mirou této nekomutativnosti je pravé veliCina I{fﬁa , kterd se nazyva Riemanniv tenzor
kfivosti. Jedna se o tenzor 4. fadu, nebot’ na levé strané (2) je tenzor 3. fadu a na pravé Rjz; a

tenzor 1. fadu (Ctyivektor).
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Rovnast:

Rigs =0
je jednozna¢nym kritériem, podle kterého ur¢ime, Ze dany prostor je nezakiiveny. OdlisSime
tak od sebe piipad kfivocarych soufadnic na ploché varieté¢ od skutecné neeukleidovského
prostoru.
Poznamenejme dale, ze plati:

RaBpllJ = gcxﬁ@mu
Rigop = "Boapy = ~Ripyp = Ryppa

Postupnym tzenim Riemannova tenzoru kiivosti dostdvame tzv. Ricciho tenzor kiivosti:
Ry =Ry Ry =Ry
R=R,

Jejich kombinaci vznikne tzv. Einsteiniv tenzor kfivosti, ktery ma v OTR velmi dulezité
postaveni:

a tzv. skalarni kiivost:

Gy = Ry _%I?gaﬁ
G, = Gg,

af —
G%=0

Dutlezita je treti vlastnost (jak pozndme v souvislosti s tenzorem energie-hybnosti), ktera
tika, ze kovariantni ¢tyfdivergence Einsteinova tenzoru je rovna nule.
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2.1.5.3. Tenzor energie-hybnosti

V Einsteinovych rovnicich gravitatniho pole vystupuje tzv. tenzor energie-hybnosti. Jeho
vyznam lze ilustrovat na nasledujicim ptikladu, kdy je hmotny obsah vesmiru dan spojitym
rozloZenim - kontinuem bez tlaku (prach).

Jednou z nejdilezitéjSich rovnic v mechanice kontinua je rovnice kontinuity, ktera
vyjadiuje zakon zachovani hmotnosti proudici kapaliny. M4 jak znamo tvar:

0
o) vy =0 (46)

Vysetiujeme-li kontinuum, zajima nas, s jakou hustotou jsou jednotlivé zakladni fyzikalni
charakteristiky v kontinuu rozprostfeny a jak v systému proudi.

Slozky ctyrhybnosti ve specialni teorii relativity mizeme zapsat jako:

P =Hr @7

To ndm umozni zkonstruovat vlastni tenzor energie-hybnosti. Lokalni zdkon zachovéni
energie-hybnosti pak v souladu s (46) a (47) mizeme sloucit do jedné tenzorové rovnice:

oT*
=0 48
Py (48)
vzhledem k tomu, Ze slozky Ctyirychlosti jsou:
» »
0 v O
0

=y

je T®® symetricky tenzor energie-hybnosti se slozkami:

O v v
o — —= —0
ol ¢ c C [
Wodu U UrE
CZ Ue C2 C2 C2 O

T O O (49
7 7 v YU v vPO
Jl‘czjl‘czgz ¢ ¢
0f v F D
de @ @ of

kde vyraz:




19

je roven relativistické hustoté energie. Slozky T°° =T jsou rovny hustoté toku energie
dé€leného c, resp. hustoté toku hybnosti nasobeného €. VSimnéme si prostorovych slozek, tedy

TY. Jedna se vlastné o i-tou slozku sily ptsobici na dany objemovy element dV pies

jednakovou godku s norméovym vektorem X - tedy o tenzor napéti. Zajimavého aspektu
zobecnéni (48) pro kiivy prostorocas si vSimneme v nasledujici kapitole.
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2.1.6. Einsteinovy rovnice gravita¢niho pole

Rovnice pde maji obemy tvar
, objelt popisujici pde= objek popsujici zdroj*
V ptipad¢ gravitacniho pole tedy bude:
,,objekt popisujici geometrii prostorocasu = objekt popisujici rozloZeni hmoty (energie) “

Objektem popisujicim gravitacni pole je Einsteinlv tenzor kiivosti, objekt popisujici
distribuci hmoty a energie je tenzor energie-hybnasti.
Einstein predpokladal nasledujici zavislost obou veliCin:

G =Ry _%I?gaﬁ = chxB

Einsteinovy rovnice musi v limité¢ slabého gravitacniho pole pfejit na Newtonlv gravitacni
zakon ve tvaru Poissonovy rovnice, takze 1ze ukazat, ze konstanta k je dana
8nG
k=—;
C

Einsteinovy rovnice gravita¢niho pole proto jsou:

8nG
Ry~ %Rgas = & Ty (50)

Z matematického Hediska jsou to nelinearni parcialni diferencidlni rovnice druhého fadu.
Jejich feSenim (pfi zadaném tenzoru energie-hybnosti) je deset funkci g,, popsujicich

vlastnosti gravitatniho pole. Disledkem jejich zna¢né komplikovanosti je nemoZznost v
obecném piipadée nalézt analytické feSeni. Proto Casto feSime piipady, kdy gravitacni pole ma
navic jistou symetrii (centralni, osovou apod.), ¢imz se zmensi pocet nezavislych rovnic.

Vzhledem k tomu, Ze kovariantni Ctyfdivergence Einsteinova tenzoru kiivosti vymizi,
kovariantni ctyfdivergence tenzoru energie-hybosti je také nula. Plati lokalni zdkon zachovani
energie - hybnosti) ve tvaru:

T
TGB — o T B B T(x —
BT 6x‘3 +ruB " +ruB "=0

V souvislosti s OTR jest¢ zavedme tzv. geometrodynamickou soustavu jednotek.

wevr

zbytecné méfit vzdalenosti ve dvou jednotkach (metry a sekundy). Zavedeme tedy Cas v
geometrodynamickych jednakad [g] jako:

bg =lig-C
[t;]1= m (metn)
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OTR také stird rozdil mezi setrvatnou a gravitatni hmotnosti. Hmota zakiivuje
prostorocas, ¢ili zakfiveni je mirou jeji hmotnosti. Zavedeme geometrodynamickou hmotnost
M:

G
M = a2
(M1 = m(metr)
Uved'me jesté n¢kolik dalSich velicin:
l o
rychlost Vig = V[S].E | Vi, bezrazmima
_______________________________ S
G |
hybnost Pa = Pa iz 1[Pl=m
_______________________________ I
moment hybnosti | J,; = J[S,].E3 | [Jgl=nt
c |
"""" N R < T
elektricky naboj | 9, = Q[S]'clow | [Qgyl=m

Zavedeni geometrodynamické soustavy jednotek v OTR je zcela pfirozené. Usnadiiuje a
zptehlediluje ndm matematicky zapis. Pokud nebude uvedeno jinak, v dal§im textu budeme
pouzivat prave tuto soustavu.
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2.2. Schwarzschildovametrika

2.2.1. Schwarzschildovo feSeni jako uvodni priklad pro obecny postup reSeni
rovnicegeodetiky

Schwarzschildovo feseni [11] je jisté jedno z nejdilezitéjsich feSeni Einsteinovych rovnic
vubec. Bylo nalezeno jiz. r. 1916 K. Schwarzschildem jakozto historicky viibec prvni
(netrividlni) piesné feSeni. Popisuje stredoveé symetrické gravitacni pole, bude tedy pfirozené
zavést (pseudo)sférické soufadnice (t, r,G,(I)). Asymptotickd struktura tohoto feSeni je
pseudo(eukleidovska), ¢ili v nekonecné vzdalenosti od zdroje je prostorocas asymptoticky
plochy. Budeme se zabyvat jen tzv. vnéjSim Schwarzschildovym feSenim, t.j. feSenim mimo
zdroj gravitaéniho pole (T° = 0), takZe hledame feSeni vakuovych Einsteinovych rovnic.
Ctyfinterval bude mit vzhledem ke kladenym podminkam tvar:

ds = godt” + g, + r*(cB? +sin”Bcth?)

ptfi¢emz slozky metrického tenzoru jsou:

E—Q—%Q 0 o o0 ¢
0 r } 0
0 oM 0
=0 0 H-=—f o o0 g (51)
0 r 0
o o 0 r’ 0 [
H o 0 0 rsn’6d

Ctyfinterval mizeme zapsat v jednotkach S:

2G 1 2, . 2 2
d«s”-:_g_F dt2+§_—2Gdr2+rz(cB +sn®6ch?) (52)
cér

Toto feSeni popisuje gravitaéni pole buzené hmotou m soustfedénou v r=0 nebo gravitaéni
pole vn¢ sféricky symetrické hvézdy hmotnosti m. Vzhledem k tomu, Zze metrika (51) je
pomérné jednoduchd a navic ma jasné astrofyzikalni aplikace, ukdzeme na ni obecny postup
feSeni rovnice geodetiky. Uvidime, jak se bude OTR lisit od Newtonovské predpovédi.
Vlastni sestaveni a feSeni rovnic vSak prenechame do patfi¢né kapitoly (3.1.) a vSimneme si
zatim vlastnosti a vyznamu Schwarzschildova feseni.
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2.2.2. Vyznam a zakladni vlastnosti Schwarzschildova reSeni

Jak bylo jiz uvedeno, metrika:

S g

popisuje centraln¢ symetrické statické gravitacni pole, popsané jedinym parametrem M.
Soufadnice t je Cas, ktery lze dobfe interpretovat viici pozorovateli v nekone¢nu, soufadnici r
muzeme definovat jako vlastni délku piislusné kruznice délenou 21t Pro r —» o nabyva (53)
vlastnosti plochého prostorocasu.

Vsimnéme si, Ze metrika (1) neni definovana na r=2M. Tento polomér se nazyva
Schwarzschildiiv polomér vymezujici tzv. horizont. Dal$im vyznacnym bodem je samotny
pocatek souradného systému r=0. Z hlediska vlastnosti prostorocasu nejsou vsak horizont a
pocatek soufadného systému ekvivalentni. Na r=2M dosahuji skalarni invarianty tenzoru
ktivosti koneénych hodnot, zatimco v r=0 dverguji. Zdanliva singularita (pseudaosingularita,
soufadnicova singularita) metriky na r=2M je zptisobena jen nevhodnou volbou soufadnic. Da
se ukazat, ze pfechodem k vhodnéj$imu systému singularita vymizi, ¢ili nemtze mit skutecny
fyzikélni charakter.

Naopak singularni vlastnosti metriky na r=0 jiz zadnym ptechodem k jiné soustavé
soufadnic odstranit nelze. Jedna se o skutecnou, fyzikalni singularitu, kde prostorofas ma
nekonecnou kiivost, ptisobi zde nekonecné slapové sily. Hovoiime o tzv. Schwarzschildové
cerné dife, vzniklé sféricky symetrickym gravitacnim kolapsem nenabitého télesa.

Vsimnéme si chodu hodin v gravitaénim poli. Podle:

ar® + (b’ +sn’ Och?) (53

dr = |/~ G, A

pro pozorovatele stojiciho v gravitaénim poli na pevném r,6,¢ mame:

d = [1-==dt
r

takze hodiny pozorovatele v stojictho gravitatnim poli jdou pomaleji nez hodiny
pozorovatele v nekonecnu (tedy uchranéného vliviim gravita¢niho pole).

Rovnéz vzdalenost dvou bodtl r; a r, (pii 6 = kond.,$ = kond.) neni rovnajejich prostému
rozdilu, ale:

[

Al=U iM
-2
rl r

Vsimnéme si jesté vlastnosti Schwarzschildovy sféry (horizontu). Zjistéme soufadnicovou
rychlost svétla v radidlnim sméru ve Schwarzschildové metrice. Z vyrazu (53) ndm pro

ds’ =0 plyne:
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takZe na horizontu je soufadnicové rychlost svétla v radialnim sméru rovna nule. Cas, ktery
svétlo potiebuje, aby se ze vzdalenosti r; od stfedu dostalo do vzdalenosti r,, je dan

radiolokac¢ni vzdalenosti:

fCpl

1
Mﬁ

dr _rl+2M‘“‘ —ZM‘
1_ _2M

pE
)—‘ﬂ

At —g

Ihned vidime, Ze pro r, -~ 2M je tento Cas (pro pozorovatele v nekonecnu) nekonecny.
Jakékoli udalost, ktera nastane pod Schwarzschildovou sférou nemutze nijak ovlivnit vnéjsi
oblast. Proto je Schwarschildova sféra tzv. harizont udalosti.

V' r=2M méni slozky metrického tenzoru g, a g, svaznamenka:

0]

21\/[% b <0 2M % 0~
pror> pror<
% >0 9, <0

Casové a radidlni soufadnice si proto v jistém smyslu vyméni Glohu. Castice, ktera se
dostane pod sféru 2V neodvratné konéi svou existenci v singularité r=0 a neni mozné, aby se
dostala zpét do oblasti r>2M. (Pfipomenme, Ze nekonecna hodnota souradnicového casu t,
neznamena nekonecnou hodnotu vlastniho Casu T, takze Castice muze ve svém vlastnim
kone¢ném c¢ase proniknout pod sféru r=2M.)
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2.3. Extrémni Schwarzschildova- de Sitterovametrika

2.3.1. Extrémni Schwarzschildovo - de Sitterovo reSeni a jeho vlastnosti

Nez uvedeme piimo tuto metriku, bylo by vhodné se né€kolika slovy zminit o tzv.
kosmologické konstant¢.

Kdyz v roce 1915 Einstein aplikoval své Cerstvé zformulované rovnice gravitacniho pole
na globalni strukturu vesmiru zjistil, ze se chovaly ,,nevhodné*, nebot’ neptipoustély statické
feSeni. Einstein proto do svych rovnic zavedl mnohokrat diskutovany kosmologicky c¢len
(konstantu) A. Rovnice pale pak jsou:

8nG
Ry~ %gchR-'- NGy = ?Tas

Je to zaroven jedina pfipustna uprava téchto rovnic, aniz by byl narusen zakon zachovani
energie-hybnosti. (Pfidanim Ag,; do Einsteinova tenzoru kfivosti zistane jeho

¢tyfdivergence nulova.) Kosmologicky ¢len v podstaté vyjadiuje gravita¢ni ucinky vakua,
zajistuje kiivost prazdného prostoru.

Kdyz Friedman pocatkem 20. let nalezl své kosmologické modely expandujiciho vesmiru,
oznacil Einstein zavedeni kosmologického Clenu jako ,,nejvétsi chybu své védecké kariéry™.
Tim vSak kupodivu historie kosmologické konstanty neskoncila, naopak ¢as od ¢asu prozivala
obdobi své renesance, stejn¢ jako obdobi zatracovani.

Dnesni astronomicka pozorovani pfitomnost nenulového A sice pfimo nepozaduji, ale tuto
moznost ani nevylucuji. Kazdopadné moderni pozorovani mimogalaktickych objektii znacné

omezuji moznou dne$ni hodnotu kosmologického ¢lenu na fadové |/\| < 10®an”®. Pfesto by i

tak mald hodnda mohla ovlivnit vyvoj vesmiru jako cdku.

Soudoba pozorovani ovsem nevylucuji, Ze v minulosti vesmiru nastavaly epochy, v nichz
hodnota kosmologické ,konstanty“ byla natolik velka, ze klicCovym zplsobem ovladala
dynamiku vesmiru. Prikladem mohou slouzit tzv. inflacni modely, které byly v uplynulych
zhruba 15 letech v literatuie intenzivné studovany [8], [13].

Pravé v kontextu inflaénim modeli ma znacny vyznam studium vlastnosti tzv.
Schwarzschildova - de Sitterova feSeni, které popisuje Cernou diru nebo sféricky objekt v
inflaénim vesmiru.

Vlastni Schwarzschildovo - de Sitterovo feSeni je presnym feSenim vakuovych rovnic pole
SA>0. Je v jistém smyslu kombinaci (jak nazev napovidd) jiz zminovaného Schwarzschildova
feSeni a tzv. de Sitterova kosmologického modelu. Asymptoticka struktura tohoto feSeni se
neblizi plochému prostorocasu, ale ma geometrii jako de Sitterovo feSeni. Metrika
Schwarzschildova - de Sitterova feSeni ma ve standardnich soutadnicich tvar [3]:

ds = ~Oct’ + O'd” + r(cb? +sin”Octh?)
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o()=1-22- 59

pticemz A>0 a M>0. Toto feSeni ma obecné 2 horizonty. Pro specialni ptipad:

kde

OAM? =1

dostavame tzv. extrémni Schwarzschildovu - de Sitterovu metriku, pro kterou oba zminéné
horizonty splyvaji. Potom ®(r) je dano:

S

coz je vyhodné dale rozlozit na soucin:

1

<D(r) - IIMr

(r-3m)*(r+6m) (55)

V této metrice tedy opravdu existuje jeden ,dvojnasobry” horizont, jak patrno z (55), na
r=3M.

Snadno z (55) zjistime, ze ® <0, podobn¢ jako ve Schwarzschildoveé metrice, takze zde
ulohu (Casové) soutfadnice prebira r.
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2.3.2. Zavedeni nulovych Kruskalovych souiadnic

,»Be¢zné*“ typy souradnic (sférické, cylindrické...) se ukazuji byt pii popisu feSeni
Einsteinovych rovnic v nékterych smérech nevyhodnymi. Casto tedy zavadime nové
soutradnice, ve kterych soutradnicové singularity vymizi. Tento postup obycejné kombinujeme
s tzv. Penroseovymi konformnimi metodami. Tyto metody nam vyrazné¢ zptehlednuji a
usnadiuji orientaci, jestlize se zajimame o globalni strukturu a vlastnosti dané¢ metriky. Pfitom
lokalné zachovavaji thly, pomeéry délek. (Da se napf. ukazat, ze zavedeme-li ve
Schwarzschildové metrice timto postupem nové (tzv. Kruskalovy) soufadnice a aplikujeme
konformni, metody objevi se necekan¢ slozitd topologickd struktura (Einsteiniiv-Rosentv
most, apod).)

Konformni zobrazeni se pouzivaji, chceme-li zjistit chovani asymptotické struktury, nebot’
nam umoznuji nekonecny interval ,,smrstit“ na konecny. Asymptotické chovani radialnich
geodetik  vSech tii typt v plochém prostoro¢ase uréuji veli¢iny r+t, r=t, a r. (Rovnice
takovych geodetik pii vynechani rozméra spojenych s 0 a ¢ totiz jsou: r=|k.t+C|, kde k uréuje
sevieny uhel - a tim padem i typ geodetiky.) Za aplikaci tzv. Penroseovy konformni metody
muzeme povazovat napt. uziti funkce arctg (na argumenty r+t, r-t, r), pfi¢emz tato funkce jak
znamo, zobrazi interval (—,) nainterval (-172,192).

Nyni zavedeme tzv. nulové Kruskalovy soutfadnice (il, f)) - (rozméry spojené s 8 a ¢ neni
tfeba transformovat) pro extrémni Schwarzschildovu - de Sitterovu metriku.
Nejprve zavedeme modifikovanou (,,Zelvi*) soutadnici r vztahem:

2
dr oM’ 2M].n‘r+6M (56)

dale soufadnice:
u=t-r

v=t+r

Aplikujeme ,, Penroseovu korformni metodu* transformad:

e
b= amtg%@

d=-M(3-2In2) <0

kde

Metrika v téchto novych soutadnicich (il, f))j

__ & (r+em)r-3m)’ 2 2
R R
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Ackoliv (2) neni pro r=3M spojita, metrika neni singularni, protoze:

_ 2 _ 2 1]\/[22
(s (r-am)® _ (18v)
3 cog’D -3 &@n’it 5

Konformni diagram extrémniho Schwarzschildova - de Sitterova feSeni miizeme vidét na
Obr. 2.3.2.a) a 2.3.2.b). V piipad¢ a) jsou zakresleny cary r=konst., v pfipadé b) t=konst.,
singularita je standardné znazornéna vlnovkou. Soufadnice (ﬂ, f)) se nazyvai nulove
Kruskalovy soufadnice, protoze nulové (svételné) geodetiky jsou s nimi rovnobézné. V nasem
ptipad¢ jsou (ﬂ, f)) rovnobézné s iseckami zndzoriiujicimi horizonty r=3M.

Vidime, ze extrémni Schwarzschildovo - de Sitterovo feSeni ma zajimavou topologii.
Skl&da se z periodicky se opakujicich oHasti r>3M a r<3M, jakychsi opakujicich se
,vesmiri“. Spojeni mezi nimi je vSak ziejmé pro svételné a Casupodobné pozorovatele
nemozné. Blize si vlastnosti této metriky vSimneme v souvislosti s feSenim rovnice geodetiky.
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I
r=0 5 & r=0
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r>3M r>3M r>3M
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r=0 ﬁ\ \\@7 r=0
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Obr. 2.3.2.)
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3. Metodika

3.1. Numerické feSeni rovnice geodetiky pro ¢asupodobné pozorovatele ve
Schwarzschildové metrice Eulerovou jednokrokovou metodou

3.1.1. Vypocet Christoffelovych symbolu a sestaveni rovnic

Ptipomenime si nejprve definici Christoffelovych symboli pomoci metrického tenzoru:

1 0 ag, aga agc
rk == ° " a 58
M =59 B o % O 8)
a Schwarzschil dovu metriku:
[l 2M [l
D‘@——Q 0 0 0 0O
O r L O
O 2M O
% =0 O @-—@ 0 0 g (59
O r O
o o 0 r 0 [
H o 0 0 rsn’6d

Budeme uvazovat takto. Metricky tenzor ma pouze diagonalni slozky, ¢ili plati:

|
e =—
G

Tyto jsou zavislé na soufadnicich r a0, pti¢emz indexy odpovidaji soutadnicim podle:

X =t
X=r
X =0
xX=¢

Jelikoz je cela situace stfedové symetricka, ¢astice se bude pohybovat v roving. Zavislosti
na 0 se zbavime tak, 7e polozime O=Tv2=konst. Zarovefi tim fikame, Ze slozka &tyfrychlosti U

Pro sestaveni rovnice geodetiky budeme potfebovat jen ty Christoffelovy symboly, jejichz

indexy budou rizné od 2. Najit je mizeme bud’ tak, Ze zkouSime podle definice (1) rizné
kombinace indexi, nebo sestavime v programovacim jazyku kratky algoritmus, ktery nam pfi

0
zadanych renulovych g, a b ptislu$né kombinace indext vyhleda.

0



V kazdém ptipadé obdrzime:

1
=
rt —_L%
1

2g, dr
rl—i%
1 =

2g, dr
rl—_i%
1o

2, dr

1
ry=rg=—

29, dr

M 1
rl%zr(%:? oM
-8
L Mp_2M
"o = r r Q
M 1
rlllz_r(g)l:_? oM
-
My = —(r—2M)
1
M=l =
Rovnice geodetiky pak vyplyvaji ze (61):
oo G _
dr® a a
dz)j+r&)£ﬁ+rﬁ%ﬁ+r;3££:o
a a d a d a d
X s
dr® a a

kde T je vlastni ¢as (feSime pro ¢asupodobné pozorovatele).
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(60)

(61)

(62)
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3.1.2. Algoritmizacev jazyku C

Vyuzijeme obecné Eulerovy jednokrokové metody k feseni diferencialnich rovnic, pficemz
rovnice geodetiky rozlozime v soustavu podle:

X _
ct

Pomoci Eulerovy metody pii kroku h nezavisle proménné oznac¢ime:

@ _ h'mlﬁ”(r +h) ~ Lﬁ('[)

& n-o h

rekurentni vztahy pro numericky vypocet tedy jsou:

ugm = Uﬁ _rréxéL&LLél
Xr = X, T hu,

Na tomto zakladé muizeme ze znalosti pocatecnich podminek odvijet feseni dal. Jsme si
ptitom samoziejmé védomi, ze se dopoustime jisté numerické chyby, kterou miizeme castec¢né
eliminovat sniZzenim hodnoty kroku h za cenu zvySeni spotieby strojového ¢asu.

Vlastni program pro numerické feseni rovnice geodetiky pro Schwarzschildovu metriku byl
vytvoren v programovacim jazyce Borland C++ v3.0 firmy Borland International.

Algoritmus je v podstaté popsan jiz rekurentnimi vztahy a v§echny potfebné informace jsou
rovnéz dany.

Na zékladé pocate¢nich podminek zadanych uzivatelem (pocateéni hodnoty soufadnic a
napf. jejich diferencialy) se spocitaji vychozi hodnoty ctyirychlosti:

5=
AT

AT = /=g, A DN

Nasledny vypocet pii kroku h, pokrac¢uje automaticky. Kontrolou je konstantni hodnota
normy Ctyirychlosti (gaBLf‘uB =-1) podél celé trajektorie a napf. zachovani momentu
hybnasti (1 = long.).

Vysledky numerické integracejsou uvedeny v kapitole 4.1.
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3.2.Numerické reSeni rovnice geodetiky pro ¢astice a tachyony

ve Schwarzschildové - de Sitterové metrice pomoci programu Famulus

3.2.1. Vypocet Christoffelovych symbolu a sestaveni rovnic

Extrémni Schwarzschildova - de Sitterova metrika je rovnéz sféricky symetricka, takze
co se tyCe postupu opét polozime 6=172=konst., ¢imz odpadnou Christoffelovy symboly, kde
alespon jeden z indext bude roven 2.

Tento ptipad budeme fesit ptimo uzitim nulovych Kruskalovych soufadnic, zavedenych
v kap. 2.3.2.

Bude v8ak pfirozené, zadat poc¢ate¢ni podminky v soutadnicich (t, r, 8, ¢) a pak je teprve
prepocitat do soufadnic (0,0, ¢). Transformace (t, r) - (il, iJ) je dana jasné vzorci v kap.
2.3.2. Vzorce pro transformaci slozek ¢tyfrychlosti je nutné vypocitat. Oznacme:

Podle vzorce pro derivovani slozenych funkci mame:

@: %UT +%Ut a @:@UT +@Ut
dar or ot a or ot
Provedeme-li naznacené operace, dostaneme:
U’ U’
_ Ut + Ut
@:UO:—CD a@:UI:—CD (63)
ot T v
O+ O+
0 0

V metrickém tenzoru v Kruskalovych soutfadnicich se vSak vyskytuje i ptivodni proménna

. . . , SPUENIN . e or 0r
r, kterd je nyni funkci novych soufadnic 1D, bude tieba zjistit i derivace — a % Funkce
u U

r= r(il, f)) vSak neni vyjadiitelnd pomoci elementarnich funkci. Pfislusné derivace vSak

muzeme zjistit pomoci inverznich transformacnich vztahi pro U" z (1). Musi platit:

i :gU0+ﬂU1
a o ob

Nebo podle pravidla pro derivovani sloZzené a inverzni funkce. Kazdopadné:

o6+) o+ o OB+ oY)
U= S yo+ Syrg L= 0 5 T 0
2 2 o 2 w2
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Miizeme ovérit, Ze hodnota normy ¢tyirychlosti v ptivodnich 1 v novych soufadnicich je

stejna (invariantni veli¢ina).
Nyni pfistoupime k vypoctu Christoffelovych symbold. Indexy odpovidaji:

O=1iy 1=10 2=0, 3= ¢ . Tvar metriky viz. kap. 2.3.2.

Ty
©+)
ro=19%h _®7 5 o410
Gy 0 a2
110 . cos” pen®
??3:—__&: r(5+_]co U2SHLL
2g, 0X 5 S
o
S+_)
1 0g, _dp©*5 )
Ml=—=0=""__ 0 49
WEo a2 et (64)
Ml __li%__,ﬁ; E]OOSZUSHZLL
2 g, 09X 5 &

rgzli%=$(5+ﬁ]
29, 0X 2r 3

ab . . , AP o . . .
Kde T je slozenou funkci E(r(r (u, v))), vyjadiime-li pomoci r, pak:
db 2M  2r

2 oM

Ostatni I'g; jsou bud’ nula, nebo symetrické s (2).

d
Budeme uvaZovat pouze radialni geodetiky (¢p=konst.). Je nutné vyjadiit Christoffelovy

symboly (2) v zavedenych soufadnicich &t D. K tomu uzijeme znamych vztahi:

1+tg2x=—1 a 1+ootg’x=—;
cos” x sin® x

Podle zpiisobu zavedeni Kruskalovych soufadnic v kap. 2.3.2. plati:

0 a 5+£= 0
sin? it 5 o8

5+l =
)

>

Takze Christoffelovy symboly jsou:
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odd 1
0-0@ ° _owtg ¢
© 9 dr dn’il et
odd 1
=2 1 o
"9 dr cos’ D 8

Rovnice geodetiky pak jsou (T je v obecném piipadé normalizovany parametr):

i, o dudi_
a’  “d d 65)
D, ., dd
2% =0
a Vdd



36
3.2.2. Program Famulus a dgoritmizace tlohy

Algoritmus byl vytvofen pomoci programu Famulus v3.5 CZ. Tento systétm v sob¢
zahrnuje nékteré predem vytvoiené funkce a procedury, které mizeme vyuzivat. Jednou z nich
je napt. metoda Runge-Kutta 4. fadu s automaticky volenym krokem.

Uloha byla feSena pravé touto metodou v kombinaci s oby&ejnou Eulerovou. Obecné
schéma metody Runge-Kutta 4. fadu (téz modifikovana Eulerova metoda) je:

Yo = Yy + 2l + e, + e, + I,
Ik = f(%. )

I = f{x, ++hy,+1hi)

I = flx, +3hy, +4hi)

I, = f{x, + h y, + h,)

Pro automatickou volbu kroku, uziva syst¢ém Famulus jako kli¢ového parametru rozdil
mezi hodnotami dosazenymi jednim krokem hodnoty h a dvéma kroky hodnoty 1 h.

Jak jiz bylo zminéno v piredchazejici kapitole, funkce r= r(il, f)) neni vyjadritelna
pomoci elementarnich funkci. Béhem vypoctu vsSak aktualni hodnotu r znat musime.
Vyuzijeme piimé itera¢ni metody aplikovanou na rovnici:

CE=r ey Bltg()) + ot~ -2 =0
Vime, ze:
2
s o= oM’ +2Mln‘r+6M (66)
r-3mM r—3M

Dale zavedeme pro numericky vypocet vyhodné oznaceni:

r-3M
p:
-
p*-r_*
3Mm

aupravime (1):
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oM? _ZM‘n‘r+6M
r— 3M
1oy 42 P
p P 3 p+
p= 1
p*+gln p
3 |pt3
Pomoci pfimé iterace:
1
P =
p*+gln pn
3 |p.t3

Tato metoda konwverguje pro ‘ P ‘ > 1. V cyklu pak pocitame hodnoty tak dlouho, dokud

rozdil dvou nasledujicich je vétsi, nez zvolena presnost.

Vsimnéme si, Zze metrika, ani Christoffelovy symboly nejsou pro r=3M spgjité. V jegich
okoli dochézi k dramatickému nartistu numerické chyby, nebot’ pocita¢ zaokrouhluje. Zaroven
se zmensuje i hodnota kroku a feSeni neni mozné protahnout pies horizont. Tento problém
muzeme fesit napt. tak, ze v urcité vzdalenosti od horizontu ,,piepneme* feseni na Eulerovu
metodu, a v podstaté tak linedrné extrapolujeme pies r=3M.

Vysedky uvadime v kapitole 4.2.

Jako kontrolu postupu standardné zvolime sledovani odchylek od hodnoty U“U, , kterdje

v nasem piipadé —1 resp. +1 (pro casupodobné resp. prostorupodobné pozorovatele).
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4. Vysledky

4.1.Numerické feSeni rovnice geodetiky pro ¢asupodobné pozorovatele ve
Schwarzschildové metrice Eulerovou jednokrokovou metodou

Uvedeme 6 zajimavych ptipadu:

Obr. 4.19)

Pouze pro kontrolu poc¢atecnich podminek a pomérné zajimavé porovnani se skutecnosti
jsme zvolili tento ptipad. Schwarzschildova ¢erna dira ma hmotnost Slunce (1,99. 10%° kg). Ve
vzddlenosti 1 AU (=1,496.16" m) nechame obihat testovaci &astici, s pocate¢ni rychlosti
v=29.77 km.s* ud&lenou kolmo na radialni smér.

Jako vysledek skutecné obdrzime kruhovou orbitu s dobou obéhu (piiblizn¢) 31 536 000 s,
tedy 1 rok.

Obr 4.1.9

Jako dtikaz toho, Ze z hlediska vnéj$iho pozorovatele ¢astice nedosahne horizontu (r=2M)
v kone¢ném case, uvadime tento ptiklad. Horizont je znazornén kruznici, ¢astice se blizi v
radialnim sméru stale pomaleji, az se nakonec témér ,,zastavi®.

Obr 4.1¢)

Cerna dira o hmotnosti na$i Zemé (piiblizné 6.10% kg) je opet znazornéna bodem a
Schwarzschildova sféra kruznici. Castici ve vzdalenosti 0.04 m byla udélena unikova
pocatecni rychlost kolmo na radialni smér. Jeji hodnota je jak znamo:

v, = 1/—ZG’ "= 14145610° s
r
Obr. 4.1.9

Predpovéd OTR se od Newtonovské liSi nejzietelnéji v oblasti zhruba do 10
Schwarzschildovych polomért. Setkdvame se zde s neuzavienymi trajektoriemi, a tedy s
drahami, které v klasické mechanice nejsou piipustné.

Zde je znazornéna Cerna dira i s horizontem a draha Castice (pocatecni rychlost opét kolmo
na radialni smér).

Obr. 4.1¢)
Obdobna situace jako na Obr. 4.1.d) s tim, Ze Castici byla ud€lena kruhova rychlost s malou
odchylkou. Vyvine se tak elipticka draha se silné se stacejici hlavni poloosou.

Obr. 4.1f)

Zde uvadime klasicky piipad tzv. sta¢eni hlavni poloosy eliptické drahy. Staceni probiha ve
sméru ob&hu.

Obdobny efekt (i kdyz mnohem méné patrny) miizeme pozorovat napi. u prvni planety
slunecni soustavy - Merkura (viz. kap. 2.1.1.).



Obr. 4.13)

Obr. 4.1.
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Obr. 4.1c)

Obr. 4.1.9
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Obr. 4.1¢)

Obr. 4.1f)
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4.2. Numerické reSeni rovnice geodetiky pro ¢astice a tachyony
ve Schwarzschildové - de Sitterové metrice pomoci programu Famulus

Uvedeme 9 reprezentativnich ptipadl. VSechny byly feSeny metodou Runge-Kutta 4. fadu s
automaticky volenym krokem, v kombinad s Eulerovou metodou \e vzdaenaosti 0.2M od
horizontu.

Shriime ptehledné soubor pocate¢nich podminek do tabulky, jednotlivé aspekty feSeni
rozebereme pozdé&ji. (Pocate¢ni hodnoty maji index 0 dole.)

Obréadk | t,

422 |0
42b) |0 24 1 0 1
429 |0

o
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I+
A2
r=0 ) > 7
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2,
r<3m
r>3M r>3M r>3M
r » o I
Obr. 4.23)
I+
3 > -
r=0 r\// - '\//
N
2,
r<3m
r>3u r>3M r>3M
r - o I
Obr. 4.2.19

Obr. 4.2¢)



Obr. 4.2¢)
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r - o I
Obr. 4.2.H
I+
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@‘ r:O @ " //Ql)@
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o
r<3m .g//q) @
r>3u r>3M r>3M
r » o I

Obr. 4.2i)
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5. Zavér a diskuse

Cilem ptedkladané prace, bylo pochopit chovéani ¢astic a tachyonii v prostorocasech
popisujicich Cerné diry a sférické objekty v inflanim modelu vesmiru. Trajektorie jsme
ziskali numerickym feSenim rovnice geodetiky pro piipad extrémni Schwarzschildovy - de
Sitterovy metriky. VSimnéme si blize nckterych aspekti ziskanych feSeni pro
prostorupodobné a Casové geodetiky. Nulové geodetiky jsou (jak bylo feceno v kap. 2.3.2.)
rovnobézné se soufadnymi osami ita D ajgjich trgjektorie v konformnim diagramu jsou proto
ziejmé.

Dilezitou velicinou jednoznacné od sebe odliSujici vlastnosti geodetik je v asymptoticky
plochém prostorocCase ,,energie” mérend vzdalenym pozorovatelem v nekonecnu.

Casova slozka &tythybnosti je ( m, je klidova hmota):

at
p=myt=m (67)
Podle (67) a porovnanim s rovnici geodetiky pro slozku t pak oznacime:
a o

V piipadé A=0 ma E vyznam energie ¢astice méfené pozorovatelem v nekone¢nu. Pro A0
jiz takova pfimocara interpretace neni mozna, veli¢ina E je ovSem i nadadle integradlem pohybu
a lze ji proto pouzit ke klasifikaci geodetik ve studovanych prostorocasech.

Nejprve si vdimneme prostorupodobiych geodetik (U°U, =1). Takové geodetiky jsou
sice ,,nefyzikalni“, ale v jistém smyslu muize toto feSeni poslouzit jako matematicka sonda,
odhalujici n¢které globalni vlastnosti dané metriky.

Jak je patrno jiz z konformniho diagramu (kap. 2.3.2., Obr. 2.3.2.a)) opakujici se oblasti
r>3M a r<3M jsou ,spgeny” dohromady horizonty r=3M. Moznost ,,prolétnout™ témito

oblastmi maji pouze tachyony. Vidime, Ze tak se chovaji vSechny tachyony na Obr. 4.2.a) az
4.2.0.

Pro hmotné cdstice (Casupodobné pozorovatele) (U°U, = —1) rozli§ime dva vyznaéné
pripady:
1) E=0(U'=0)
Tento ptfipad je znazornén na obrazcich 4.2.e) a 4.2.f). Tito pozorovatelé ve svém

kone¢ném vlastnim Gase nikdy nedosdhnou horizontu r=3M. Odlétgji do bodu I", tedy
¢asového nekonecna budoucnosti.

2 Ez0(U'#0)

Tyto ptipady jsou znazornény obrazky 4.2.g) az 4.2.i). Casupodobni pozorovatelé
vypusténi za téchto podminek ve svém konetném cCase nevyhnuteln€¢ piekroc¢i horizont
r=3M (jsou-li vypusténi z 1, > 3M ) adosdhnousingularity (r=0) kde konéi svou existenci.
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6. Resumé

Overili jsme, Ze geodeticky Uplnad varieta extrémniho Schwarzschildova - de Sitterova
feSeni obsahuje nekonecné¢ mnoho opakujicich se ,,vesmira®, které jsou navzajem propojeny
horizonty v ,,prostorovém*® smeéru a jsou tak ptistupné pouze tachyontim. Dale jsme zjistili, Ze
existuji dva vyzna¢né typy casupodobnych pozorovateli E=0aE# 0 (viz. kapitola 5)
jejichz chovani v této metrice je zcela odlisné.

V prostoroCase proto existuji asymptotické¢ oblasti, které se v konformnim diagramu
zobrazi vzdy do jediného bodu - I".

Studované prostoroasy a chovani geodetik v nich mohou slouzit jako pfispévek k
pochopeni globalni struktury ,,extrémnich® feSeni v infla¢nich modelech vesmiru. Piestoze
prace ma vyrazné teoreticky charakter, mohou zkoumana feseni slouZit nejen jako ,,testovaci
modely” pro numerickou relativitu, ale mohou odhalit i nékteré obecné rysy feSeni
Einsteinovych rovnic gravitacniho pole s kladnou kosmologickou konstantou. V tomto smyslu
je proto ptispévkem ke studiu ranych fazi vyvoje naseho vesmiru.
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